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Aufgaben HM |, Friihjahr 2005

Hohere Mathematik | - Aufgaben
Aufgabe 1.1

Es seien a,b € R. Eine Folge (a,), sei definiert durch ag = a, a; = b und
An1 = %(20471 + an—l)-

(a) Zeigen Sie induktiv: an.1 —a, = (H%)n (b — a) fiir n € Ny.

(b) Zeigen Sie, dass (an)S2., konvergiert.

n

Hinweis zu (b): a, —ap = Z(ak —ap—1).

k=1
Aufgabe 1.2
Bestimmen Sie zu den folgenden Potenzreihen jeweils den Konvergenzradius.
Berechnen Sie auch den Wert der ersten Reihe im Punkt 2 = %
5k . :
(a) 2(32) ", (c) wa .
k=0 k=0
(b) > I
= (3k)!
Aufgabe 1.3
Berechnen Sie, falls existent, folgende Grenzwerte:
(a) lim tanzx (c) lim arctanzr — x
) i g
0 g z—0 z2tang

(b) lim 2/ze */* .
Hinweis zu (c): Verwenden Sie (a).
Aufgabe 1.4
Es sei K >0, a > 1 und fiir die Funktion f:[0,1] — R gelte
[f(z) = f(y)| < K|z - y|* fiir alle z,y € [0,1],

(a) Zeigen Sie: ist a > 1, so ist f auf [0,1] konstant.

(b) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass im Falle & = 1, f nicht konstant auf [0,1] sein muss.

Aufgabe 1.5
Berechnen Sie den Wert der folgenden Integrale:
Ve 1/2
1
2 . _
(a)/xlog(m)dz, (b) / x2+$72dx'

1 0
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Hohere Mathematik Il - Aufgaben

Aufgabe 2.1
Es sei f:R? — R gegeben durch

_ [ (2y) #(0,0),
fleny) = {0 " e = 00)

(a) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit im Punkt (0,0).

(b) Zeigen Sie, dass alle Richtungsableitungen von f in (0,0) existieren, f aber nicht
differenzierbar in (0, 0) ist.

Aufgabe 2.2

Lésen Sie die folgenden Anfangswertprobleme
(a) 2%y(z) = (L+2)y'(z), y(1) =1;
. T
(b) ¥'(2) = 2y/y(z)zsin(2z), y (Z) = L.

Aufgabe 2.3

(a) Zeigen Sie, dass es eine Umgebung U C R? des Punktes (0, e) und eine stetig
differenzierbare Funktion f: U — R gibt mit

y2 +af(x,y) + (flz,y)? — @Y =4 fiir alle (z,y) €U und f(0,e) =2.
(b) Berechnen Sie %(O,e).

Aufgabe 2.4

Bestimmen Sie fiir

M={(z,y) cR®: 2® + 4> <4, y > 1}

das Integral/ z d(z,y).
o y

Aufgabe 2.5

Essei K = {(z,y,2) € R®: z,y,2 > 0 und T+y+z=1}und f(z,y,2) = zyz.
Zeigen Sie, dass max f(K) und min f(K) existieren und berechnen Sie diese.
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Hohere Mathematik I - Lésungen

Losung 1.1

Sei n € N; Dann ist
On+1 — Qp = %(20'11 + an~1) —an = (_%) (an — an—l)
() Induktion: any1 —an = (=1)" (b a) fiir n € Ny
IAin=0: a1 —ao=(b—a)
n+1
ISsn—>n+1: apy—a,= (%) (an — an_y) = (-3) (~%)n(b— a) = (—3) * (b a).
(b) Nun ist

n—1 k
§ : Z 1
an = an — ag + ag Telesko:psumme (ak B ak—l) +ap (;) (b _ a) <_—3_) ta

k=1 k=0
————
geom. Reihe
"__‘ﬁ(b—a)@%—a:%%—%b
Die geom. Reihe konvergiert, da | — 1| < 1.
Losung 1.2
o0 o0
(a) 232'“375’“ = Z((?x)s)k geom. Reihe konveriert gdw. |(2z)°] = |2z]5 < 1 <= 22| <1<+ [z| < 3
k=0 k=0
i.e. Konv.radius r = %
oo k
1 1 32
- - _ l - _ _
Der Wert der Reihe in z = 7 ist Z (§> =1L~ 31
k=0 32
(b) Vz € R konv. Z 77| gegen el*l und es gilt
k=0
o z* Maj. Krit i 2" konvergiert (absolut) fiir alle z € R
— — ut) fii z €R;

GEY | = | H! £ (3h)! &

d.h. der Konvergenzradius ist 7 = oo.

!
(c) Quotientenkriterium: aj, = (—2127 # 0Vk

a | KRk 2Rk q)ke <k+1)’“_2(1+1 koo

k
@RFk+1)! ~ KD\ E) Ze=r.

Q41

Der Konvergenzradius ist r = 2e.
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Losung 1.3

(a) lim E? = tan’(0) = 1 + tan?(0) = 1

z—0

25 L
. —z/4 _ L'Hospital . v
(b) Jim 2y/ze = lim oy - hm Too/i = 0.
Oder:  3c¢ > 0so dass 2v/z < ce??/8 Yz > 0
= 2/ze %/t < ce/8-T/4 — ppu/8 TTX,

. arctanzx —z . arctanz —x . brd
(¢) lim = lim im .
z—0 z2tancz z—0 x3 z—0 tan x ) .
lim = lim —— @ 1 Oder: lim LM im 5 stete 5o =
r—0tanz z—0 % z—0 tan z z—0 1+ tan“z 14 tan“0
arctanz — L'y | _zzz -1 tetig 1
m ———= =" lim M2~y ke gy, T seti L
z—0 x3 z—0 3:132 z—0 3$2 z—0 3(1 + .'132) 3
Alternativ iiber Potenzreihendarstellung.
. . arctanz —zx 1 1
Damit:  lim ————~ — "1 - __,
z—0 z2tanz 3 3
Losung 1.4

(a) Seiy € R beliebig, y # z.
Dann existiert f/(x) = 0, denn )%ﬂl < Klz — y|*=! 224 0 figr Yy

YW [ ist konstant auf [0,1].

(b) Fir a =1 erfilllt f(z) =z die Ungleichung ist aber nicht konstant.

Losung 1.5
Ve el ) . el . . .
g2 n _
(a) /xlog(wz) dr ;izgm/Qlogud part.Int [—ulogu]l—/gu; dﬂ:g— 62 =2
1 o 1 f 1
7 3
dx PBZ 1 1
b Y - = 3 3 d =
( )/3:2.1_3:—2 /[$+2+x—1 v
0 0
7 7 1
%(log[m—l}’o — log(z + 2) 0) = %( Iog§ —logg+log2) =—%log%.
——

=—log 2
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Hoéhere Mathematik Il - Losungen

Losung 2.1
11
@ @) = (275) — 0 (1= 0)
11 e 1

Somit ist f unstetig in 0.

(b) f ist nicht total differenzierbar in 0; sonst wire f in 0 stetig.

Seien r,s € R, 72 + 52 = 1. Dann ist f in 0 in Richtung h = (r, s) diff'bar:
fth) = f0) 4 (tr)’ts r?s 40 [TE=T 5#£0

t T ) T+ (ts)? T iy s? 0 s=0

Losung 2.2
(a) 2%y =(1+z)y, y(1)=1 Dgl in getr. Verinderlichen

y(z) T
1 s?
u 1+s
1 1
[ 1 s? *
<:>logy(x)_/<s*1+s+1> ds = [?—s+log(s+1)]l =
1

z? 1
= 7—m+log(l+m) - —§+log2

Je

— y(z) = /2771 4 7)Y (c€R)

(b) ¥ = 2\/yzsin(2z), y (g) _ 1

16
y(=) L z
N / L du:/tsin(2t) dt
2 I
y(x) e 1 f
part.Int. Ja | = —tcos(2t) _+ 5/cos(Zt) dt
& 7

ENE]

1 1 1 T
—_—— == — — —si 2
<= Vy(z) 1 2xcos(2$) +7 sin{2t)

1 1
= Vy(z) = 1 sin(2z) — 3% cos(2x)

2
= y(z) = (i sin(2z) — %x cos(Qx)> .

A3

Losung 2.3
(a) Definiere F: R**' - R, F(z,y,2) =12 +z2+22—€* — 4
F
= F(0,e,2) =0. F ist stetig diff'bar auf R? und g—(O, €2) = [r+22—€gea =4—€ #0

2
= 3 Umgebung U C R? von (0,¢) und f : U — R stetig diff'bar mit F((z,y), f(z,y)) =0 Y(z,y) €U

d.h es gilt die gesuchte Identitit.

-1
) G060 -~ (5r0e050.0) SEoe2=1
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Losung 2.4

M={(z,y) eR?: 2+ 4> <4, y>1} = ye[1,2
Fir y € [1,2] fest gilt:

M@y)={zeR: (z,y) eM}—[ VA2, /4 ]

Fiir f(z,y) = z gilt also:
)

2 V-2
/fxy xy:/( / —dm)dy
Y
1 -~
2 2
12 |jz=1/4—y?
_ /_ dy = /0 dy =0
Ylz=—q/4-y2
1 1

Losung 2.5

Die Menge K ist beschrankt und abgeschlossen also kompakt.
Da f stetig ist, existieren damit min f(K) und max f(K).

Da f(K) C [0,00), folgt aus (1,0,0) € K, £(1,0,0)=0 : min f(K).

Das Maximum bestimmen wir mit der Lagrange’schen Multiplikatorenregel:
Ist zo die/eine Maximalstelle, so gibt es A € R mit VF(zg, ) = 0 wobei

F(mvyv'za)‘) = f(wvyvz) _/\g(xvyﬁz) 3 g(m,y,z) :.’L’+y+2—]
D.h. in diesem Punkt zq € K gilt

(m Y,z) =yz = A

= xyz = Az = Ay = Az (wir kdnnen z,y,2 > 0 annehmen)

Wir unterscheiden zwei Fille:
(i) A=0 = (z,y,2) € {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}  das sind Minimalstellen

(i) A\#0 = g=y=2"F :maxf(K):f(l,l,l):i‘

Wl —

3°'3°3 27



