Losungen Teil 1 HM fiir Infos Friihjahr 2001
Aufgabe 1.1

Induktionsannahme firn =1 :
Yo 3%k =34=1[3"(2x1-1) +1]

Induktionsvoraussetzung fiir n :
Sho 3k =3[3"(2xn— 1)+ 1]

Induktionsschritt von n auf n + 1 :
S k= r 3k +3"T (n+1)=23"2*xn—1)+ 1]+ 3" (n+1) =

=3[3"24n—1)+1+3"4n+4)]=33"(6xn+3)+1]=33""(2(n+1) — 1) + 1]

Aufgabe 1.2
a) mit Minorantenkriterium:
(VE+1)” S (V&)
R2HVES -1 = B24VEE

. Die Reihe 3°3° | 5= divergiert,

folglich divergiert auch die Reihe >°72, kéfTJ;;—L

b) mit Wurzelkriterium:
k3 k2
k 1 . 1 k—o00 1
(1-%) =(-%) =%t
=>Reihe konvergiert.

c) mit Quotientenkriterium:
o) 1 (((73%1'7);') _ 1tz _ 12(2+2) Q0
(2n—1) — 5 ((2n—1>!) 5 (ntl)n 5 1+1

; n!.(n—l)! n
=Reihe konvergiert.

Aufgabe 1.3
a)

1—cos(z/3) _ — D peq(—1)F
1—cos(z /2) Zk (1) k(w/2)2k

<1

(S

n

(w/3>2k 1)k (w/3>2k 2

)k (w/2>2k 2

T
o

Einfacher mit |'Hospital:
hm 0 1— cos!w{3! Q l’HOS . ]jm 13 sm( /3) _
z— #

o ' Hos sp- lg cos(z/3) _ 4
1—cos(z/2) — 0 20 T5in(z/2) 0 limg_yg

L 7 cos(z/2) 9

b)
3k 3k—3
e 1 :o 1 B 25y — :o LB 2k—2 M_) 1 =2
1—- (z2F) (@°F—2) 1/2
i cosw) ka Dias (w2kl) Zk (=D w(2k!) /

smw —

c)
fw Vsin tdz l’mp

: 2
hmw—)O—I— 2372 llbmw—m—l— llbmw—m—l— -
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Aufgabe 1.4
Definiere f: [0,00) — R durch f(z) := log(1 + €%).

Dann gilt: f'(z) = Fiir z > 0 gelten (£, =1— >1—1=1und

1+e® l—l—eﬂc - 2 l—l—eﬂc S L.

e
Also gilt 5 < [f'(z)| <1 (*)

Fiir alle z > 0 seien nun z,7 > 0 und ObdA =z < y .

Dann existiert nach Mittelwertsatz (MWS)

ein ¢ € (z,y) mit log(1 + e¥) — log(1 + €*) = f'({)(y — z). Also mit (*)
L — y| < [log(1 + %) — log(1 + e%)| < |7(Q)(z — )| < |5 — o]

Aufgabe 1.5

r € (0,1] fest = |fu(z)| = %2 W L e 2230 ; auBerdem f,,(0) =0

_:c 2n

Also f,(z) =30 punktwelse fir e [0, 1]
Jedoch keine gleichmiBige Konvergenz wegen f,(1) =

Aufgabe 1.6
a)

Mit partieller Integration: 2 z3¢~%"dx =

2 und limg, oo & # 0

2
e e = et e = - i
b)
¢ s = [ 2haeszds = [F 28 dr = (log(u(a)]

= [log(l + (sin 1) )]0 log2

c)
7 sinhz __
Integrand ungerade —- [*, -5~ = 0

Es ist sinnvoll, sich hier ein Schaubild zu skizzieren !

Aufgabe 1.7
a)

2
Eino)?® 220 1 = 5 (smf) ist stetig fortsetzbar auf [0, 00) = [ Sl;w “da existiert

und es gilt auBerdem 0 = [ 0dz < [, ¢ (sin 22 z)’ dr < [} ldr =1

—
<1
b)
o 1 o S. 2 1 0o S. 2
/ — dz existiert und @ <5 = / u sz ) dz
1z z z L L

existiert nach Majorantenkriterium. AuBerdem gilt

0</ 0d:v</ sm:E 2 dx </ —d:v—hm

k— 00

1
=1
k

-1

T
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Aufgabe 2.1

Esist f € C?*(R?) und

grad f(z,y) = ([2¢ — 22° + day?)], [4y — 2ya? + 49%)))e= 1)
und H f(z,y) =(zusammengefasst, nachrechnen!)

o~ (@ 3%) [2 — 1022 + 4y? + 421 — 8y*z?] [Azy + 423y — 8zy?]
[4zy + 423y — 8zy?] [—4 + 16y? — 222 + 4y + 4x%y? — 8y]
a)

grad f(z,y) =0 [z=0A(y=0V -2y =-2)|V[y=0Az*=1]
= Kiritische Punkte (0, 0), (0, 1), (0,-1),(1,0), (-1, 0).

Hf(0,0) = ( g _04 > indefinit = keine Extremstelle;
)

Hf(0,1) = Hf(0,—1) = .

=1 ( g 2 ) positiv definit = Stellen lokaler Minima;

Hf(1,0)=Hf(-1,0)=1 ( _02 —06 > negativ definit = Stellen lokaler Maxima

b)

f(z,y)| < 2(22 + y2)e—(w2+y2) ||(96%’oo 0 = SUP(, ,)cr? f(z,y) = maxq yer f(2,y),
SUD(, yere £(2,9) = maz(£(0,0), £(0,1), £(0,-1), £(1,0), f(~1,0)) = maz(0,2,1) = 1

~

A

inf(:/v,y)ER2 f(IE, y) = min(w,y)€R2f(x7 y) %: mln(A) =-

Aufgabe 2.2

feC>; gradf(z,y) = [1 + (tan(z + v))? + ijﬁyz, 1+ (tan(z +y))* + 1)]T

= gradf(0,0) = (1,2)T; £(0,0) = 0. Existenz von £ und g folgt aus dem Satz iiber

implizite Funktionen. Dieser Satz liefert auch ¢'(0) zu — %9 — _1

ACORS
Aufgabe 2.3

x T % COSP
Transformation auf Zylinderkoordinaten: | y | = | r*sing |, d(z,y,z) =d(r, ¢, 2)

2
e

4 Z
= Jpze” WV d(z,y,2) = fy Jo" [ reem drdydz = 2m f01[1/2zeT2]3/1+7dz
= 71-fol(zel—i—z2 _ z)dz — 71_[%el-|-z2 _ %ZQ](I) — 7T(62 _1_ 6)
Aufgabe 2.4

Charakteristisches Polynom:

A-2 0 =3
0 A=1 0 |=N-490-D+3-3=0-1)N-1)=A-1)’(+1)
1 -1 A+2

-1 0 -3 1 0 3 3
Eigenvektoren: A=1: 0 0 O |=[0 0 0 |=v=]| 0
1 -1 3 010 -1

Fortsetzung nachste Seite —
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Fortsetzung Aufgabe 2.4

-3 0 -3 1 01 1
A=-1: 0 A=2 0 010 |=u= 0
1 -1 1 0 00 -1

e

Weitere Losung: Ansatz: y = ””(:w w) = es muss gelten
e(zv+w+v)=e*(zAv+ Avw) <= —v=(I — A)w =

-1 0 -3 |-3 1 03 3 3
(0 0 0 +0)=>(0 00 0)=>w=(2)=>
1 -1 =3 |+1 01 0 |2 0
1 3 3z + 3
FDS=(ew( 0 ),ew( 0 ),ew( 2 ))
-1 -1 -z
Aufgabe 2.5

Wegen y(1) = 1 wird die Lésung y > 0 gesucht. Teile durch zy? (da z > 1,y > 0):
%y — 2y~ 2 + 3 = 0 = Bernoulli-Differentialgleichung.

Multiplikation mit 3y? ergibt %y?’ —-3z+ (¥ =0
Substutution v = 3% = v =3z — 3

. _ §
Homogene Losung: uy = ce [ 2dz w%

Partikuldre Losung: u, = %%2 = u;,(%g,ﬂ — 3%%2) < 3z — 3%%2 = d(z) = 321

= c(z) =0.62° =y = Y5 +0.60% y(1) = Vc+ 0.6 Zl=y= V525 +0.622

Aufgabe 2.6
L(y" - 9y) = L(y )'— ( ) = 22L(y) — zy(0) — ¥'(0) — 9|L(y)
= (@ =)L) - oL oy = L) = ey + s L 2+ s+

=14+ @+ 1)z=A(+3)(z*+1)+ B(z - 3)(z®* + 1) + (Cz + D)(z + 3)(z — 3)

x=3:1+30=A%6x10=>A=3; x=-3:-29=B(-6)x10=B=2

x=0:1=3A—3B—90=>D=3A—33—1=0-19—1:_o_1

x=1:3=84—4B+ (C — 0.1)(-8)

=C=-14B-8A+3-5)= (L2 1 99) = _L(=132 1 99) =
L(y) = % ﬁ_’_ 60° wlﬁ - % 2 Y= 2(1) e’ + %6_3t— ll—osin(t)
Aufgabe 2.7

Zu Lésen: g+ ¢ = 1+w2 = 9P = F(sz) =p= 1+2w2F(1—|—1w2)

= @=F" (H—w F(1—|—1w2)) = %l—l—lrﬁ - %(le?)” = 2(1—|1—w2) + ((1+§2)2)I =

1 + (1422)? —zxds(1+22)xx 1 + 1422452 _ 1 + 1 __ 4x?
2(1+xz2) (1+z2)4 — 2(1+a?) (1+22)® — 2(1+z?) (1+22)2 (1+z2)3




