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Binomialkoeffizient:

Binomialformel:
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geometrische Reihe:

Bernoullische Ungleichung:

Grenzwerte einiger Reihen:
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Konvergenzradien von Potenzreihen:

Eine Reihe der Form Zanxn heil3t Potenzreihe.

Die Menge M = Ep( OR:Y a,x" konvergiert% ist die zugehdrige Menge aller x, fur die
[ O

n=

die Potenzreihe konvergiert. Diese Menge hat die Form [-r,r], (-r,r), (-r,r] oder [-r,r).

Dabei ist r der Konvergenzradius und es gilt:

r= ! mitr=0fUrr=1undr=oofi]rr=%.
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Um die Form von M zu bestimmen, muss nach der Berechnung von r nur noch die

Konvergenz der Reihe fir die Randpunkte x =-r und x =r gepruft werden.

Grenzwerte:
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Satze Uber trigonometrische Funktionen:
sin(x £ y) = sinx cosy * cosxsiny

COS( + y) =cosx cosy F sinxsiny

sinx =sin(x + 2m) sin(—x) = -sinx
CoS(—X) = CcoSX = cos(X + 21m)
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Ableitungen:
1
f)(y) =——
7)) %)

(@) '=In(a)a”

(tanx)'= =1+tan’ X
cos’ X
(sinhx)'= coshx (coshx)'=sinhx
(arcsinx)'= (arccox)'= - !
1-x? 1-x?
(arctarx)'= 1 (arccotx)'= -
1+ X2 2

Integrale:

J’%dx=ln|f(x)|

J’f'(x)f (x)dx = %f (x) (beim Ableiten von f zu f* diirfen keine Konstanten wegfallen)

J’Inxdx=x|nx—x



I arctan axdx =x arctanax — Ziln(x"‘a2 +1)
a

. X SINXCOoSX X  SINXCOSX
J’smzxdx:——— Icoszxdx:—+—
2 2 2 2
1 1 .
J’tancxdx:——ln|cosx| Icotcxdx:—ln|snx|
c c

Weitere Integrale siehe Ableitungen ,rickwéarts”

Taylorsche Reihe am Entwicklungspunkt x=a:

oof(n
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Taylorsche Formel:
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Taylorsche Restglied

f (n+1) (E)
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Lagrangesche Form des Restglieds: R,,, =

Gradient:
Of (x) = gradf (x) = %;i(x),...,i(x)E
X, 0x,

Jacobi-Matrix (Ableitung einer Funktion f : R" — R™):
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Hessesche Matrix (2. Ableitung einer Funktion f : (x,,...,X,) - R):

Baf 5 (X) of, (X) of, (X) E

0 o0x, 0X, ox, C

Cof, (x) of, (x) of,, (x) E
Hi(X) = ax, 0x, X, [

O : : C

o, (x) of, (x) o, (xE

H 0x, 0X, ox,,
Kettenregel:

D(f g h)(x) = D(f(g(h(x)))) =f"(g(h(x))) L' (h(x)) h'(x) = Df (g h)(x) ID(g ° h)(x)

Definitheit von Matrizen:

Eine symmetrische Matrix A heil3t positiv definit, wenn gilt:
» alle Eigenwerte von A sind positiv
 oder fur alle Unterdeterminanten von A gilt: A; >0

Eine symmetrische Matrix A heil3t negativ definit, wenn gilt:

» alle Eigenwerte von A sind negativ
« oder fur alle Unterdeterminanten von A gilt: A;; <0, A,, >0, A;; <0, A, >0, ...

Integralrechnung im R":
B={(x,y,20R*:asx<bc<z<d0<y< f(x2)}

B(z,) sei der Schnitt von B mit der Hyperebene z=z,.
Also: B(2) ={(x,y)OR*:a<x<b0<y< f(x2)}

07 () = [u(B(2)dz

B={(x,y)OR*:asx<b0<sys< f(x)}

0 p(B) :Jb'f(x)dx

Fur hohere Dimensionen fihrt man analog weitere Schnitte an Hyperebenen durch.



Koordinatentransformationen:

oV
IB f (X)dx :IH f[W(y)] deta—y‘dy
Polarkoordinaten:
X =T COSp y =rsing

O If(x,y)d(x, y):zfgf f(rcosp,rsing)rdr Ejd)

Kugelkoordinaten:

X =T COSp cosd y =rsing cosd z=rsind

I

O J’f (X,y,2)d(x,y,2) = }E}ng(f (rcosp cosd, rsing cosd, rsind)r? cosS)drqu) Eﬁﬁ

I
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Zylinderkoordinaten:

X =T COSp y =rsing z=2

[ !f (X,y,2)d(x,y,2) = Tgfgf (rcos¢,rsin¢,z)rdr%i¢ %iz

Differentialgleichungen:

1. inhomogene DGLs:

y+o(x)y = p(x)
Lésung durch Substitution: u_ o(x) 0 u= af $00%
u

O y'u+uy =g(xu



oder alternativ durch Variation der Konstanten:

Losung der homogenen DGL
ergibt:

Variation der Konstanten:

2. Bernoullische DGL:

y+o(x)y =d(x)y", n#1

Ldsung durch Substitution:

3. Riccatische DGL.:

y'=0(X)y? + W(x)y +oxx)

Losung durch Substitution:

4. Integrierender Faktor:

P(x, y)dx +Q(x,y)dy =0

ist exakt, falls gilt:

Yo' +to(x)y, =0
Yh =(X)C

y =w(X)C(x), y' bilden, in die Ausgangsgleichung
einsetzen und nach C'(x) auflésen. C‘(x) nach x
integrieren  und  schlielBlich in y=w(x)C(x)
einsetzen.

0 t+1-n)¢()t=1-nw(x)

1
Y=Y: —E
y,ist eine partikulare Losung, die erraten werden
muB. Haufig palst: y = A y'= —Az
X X

d(P(x,y)) _ d(Q(x,Y))
dy

dx

Falls nicht exakt: Losung durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor, so

d(uP) _ d(kQ)
dy dx

dass gilt:

Es ist keine generelle Methode zum Auffinden eines integrierenden Faktors bekannt!



Haufig gilt einer der folgenden Spezialfalle:

1) Y EQQX hangt nicht von y ab
O Ilnu= I Q. dx
y _Qx . .
2) 5 hangt nicht von x ab
OInu= I Q dy

Ldsung der exakten DGL.:

Aus F, =P F berechnen, so dass F ¢(y)als Konstante erhalt. Dann daraus F,
bilden. Es muss gelten: F, = pQ . Durch einen Koeffizientenvergleich lasst sich ¢'(y)
bestimmen und daraus ¢(y) .

5. Laplace-Transformation:

f sei beschrankt. Dann gilt: LT(f (x))(s) :Ie‘sx f (X)dx
0

LT (A (0 + ug(Xs) = ALT(f ())Xs) + LT (9 () X9)

f(x) LT(f (x))s) Bedingungen
MNa+1
x? (a+1 ) a>-1, s>0
S
1
x — >
e c—a s>a
, a
sinax > 2 s>0
s“+a
S
cosax > s>0
s*+a
n — 2—a3 >0
sinax — axcosax (& +a2)? S




6. Losung mittels Potenzreihen:

[

Ansatz: y(x) = chx”
V(=3 ne X = (11,

n=

y''(X) = 2n(n -, x"? = i(n +2)(n+1)c, X"

Diese Formen mussen nun in die DGL eingesetzt werden. Dann werden die Reihen
so umgeformt, dass x UuUberall den gleichen Exponenten hat. Nun wird ein

Koeffizientenvergleich hinsichtlich x* durchgefiihrt und eine allgemeine Form fiir c
gefunden.

7.DGL's vom Typ: y'(x) = A(X) B/(x) + b(X) :

(1) Losung des homogenen Systems (Y, ) (x) = A(x) ¥, (x) mittels vorgegebenem
Ansatz berechnen.

(2) Bestimmung der allgemeinen homogenen Lésung nach d'Alembert:
Ansatz:y . (x) = ¢(x) ¥, (x) +Z(x) (Z hat in einer Zeile den Eintrag 0). Dann

Yan(X) in das homogene Ausgangssystem einsetzen, so dass gilt:

(Van) (0 ZA0) T 0 ()
(3) Aufstellen des Fundamentalsystems:  F(x) = (V,(X) V... (X))
(4) Variation der Konstanten: Yy (x) = F(x)C(x)

(Ya)' (x) = F(X)C(x) + F(x)C'(x)
;A(X)Va. (X) +b(x) = A(X)F(X)C(x) + b(x)
0 F(X)C (x) = b(x)

= C'(x) = F(x)b(x)
C‘(x) zeilenweise integrieren und C(x) einsetzen.

. _ b 1 pd -b
Bemerkung 1: Inverse einer 2X2-Matrix: =
d ad-bcrc a

Bemerkung 2: Ist b(x)=0, so entféllt Teil 4 und das Fundamentalsystem ist die
Lésung



8.DGL's vom Typ:y'(x) = A (X) + b(x) :

(1) Berechnung der Eigenwerte A, von A Uber das Charakteristische Polynom:
detA -Al)=0

(2) Aufstellen des Fundamentalsystems:
(a) Berechnung der Eigenvektoren v,: Kern(A —Al)

Tritt der Eigenwert nur einmal auf, lautet der zugehdrige Eintrag in das

Fundamentalsystem: Y; :eA‘X\”/i.

(b) Falls einige Eigenwerte zweifache Nullstellen des Charakteristischen
Polynoms sind, wird der erste Eintrag wie oben berechnet. Fir den zweiten

gilt: y, = (a+bx)e™

(V,)'= (Aa+Abx +b)e™ =Ay, = (Aa + Abx)e™
= (Ab=Ab)O((A -A)a=Dh)
= ((A-A)a=Db)U(b=V),daVvEigenvektor zu A
Das a wird nun in einem LGS bestimmt.
(3) Furinhomogene DGLs (b(x) #0) siehe 7.4.

Fourierreihen:

Sei f eine 2m-periodische Funktion. Dann gilt:
f(x) = % + (a, cos(nx) +b, sin(nx))
n=0

mit:

_17
a, —Ef[rf(x)dx

a, = 1 }cos(nx) f (X)dx b, = 1 }si n(nx) f (x)dx
ml s,

Fur gerade (achsensymmetrische) Funktionen gilt: b, =0
FiUr ungerade (punktsymmetrische) Funktionen gilt: a, =0

n

a, =0
Es gelten folgende Rechenregeln:

e” = cosx+isinx cos(rm) = (-1)", nON
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